分 析 中 的 产 密 性 


19 世纪 初 越 来 越 多 的 数学 家 认识 到 分 析 ( 导数 、 积 分 、 级 数 等 ) 的 概念 以 及 证 明 中 的 不 
严密 性 问题 . 导数 概念 中 的 无 穷 小 量 、 无 穷 大 量 始 终 没有 合理 的 解释 ; 积分 无 论 是 作为 “ 越 来 
越 多 次 求 和 ”还 是 作为 求 导 数 的 反 运 算 也 都 说 不 清楚 ; 级 数 在 没有 收敛 性 的 保证 下 出 现 了 人 悖 
论 ( 早 在 18 世纪 初 大 伯 努 利 就 由 发 散 级 数 出 发 得 到 许多 矛盾 的 结果 ， 它 称 之 为 “ 悖 论 ”)， 
尽管 如 此 ， 人 们 所 得 到 的 大 量 结果 却 仍 然 是 正确 的 . 这 种 状况 导致 了 一 些 数学 家 决心 从 含混 
的 分 析 学 中 整理 出 一 套 逻 辑 上 清晰 的 理论 ,这 就 是 由 布尔 扎 诺 (Bolzano)(1781-1848) 、 哥 
西 (Cauchy)(1789-1857) 、 阿 贝尔 (Abel)(1802-1829) 和 狂 里 赫 勒 (Dirichlet)(1806- 
1859) 开始 的 、 外 尔 斯 特 拉 斯 (Weierstrass)(1815-1897) 发 展 的 所 谓 “ 批 判 运动 *， 其 核 
心 是 建立 “极限 ”的 理论 . 这 个 运动 的 开始 和 非 欧 几何 的 创立 大 体 上 年 代 相 同 . 由 于 欧 几 里 
德 几 何 ( 第 5 公设 ) 的 合理 性 已 被 怀疑 ， 所 以 严密 的 分 析 学 不 能 建立 在 几何 的 基础 之 上 ,， 因 
此 只 能 建立 在 算术 的 概念 之 上 (不 能 建立 在 代数 (字母 的 运算 ) 基础 上 的 原因 是 : 当时 的 分 
析 学 就 是 当时 的 代数 的 推广 .顺便 说 一 句 ， 后 来 的 代数 学 确实 可 以 用 来 定义 极限 ). 

1. 函数 “ 天 数 ”的 概念 清晰 化 是 建立 严密 的 分 析 学 的 第 一 步 ( 导数 及 积分 都 是 关于 天 
数 而 言 的 ). 关于 “ 天 数 ”, 尽管 早 在 1714 年 莱 布 尼 效 已 被 定义 为 “表示 依赖 于 变量 的 量 ”, 但 
是 实际 上 18 世纪 的 大 多 数 数 学 家 的 直观 意识 中 都 觉得 函数 应 当 在 处 处 有 统一 的 有 限 的 解析 
表达 式 , 包括 早期 的 高 斯 (Gauss)(1777-1855) 在 内 . 欧 拉 和 拉 格 朗 日 (Lagrange)(1736- 
1813) 允许 函数 在 不 同 的 区 域内 有 不 同 的 (有限 ) 表达 式 . 晚 年 的 拉 格 朗 日 把 ( 无穷) 震级 
数 也 看 成 是 一 种 函数 . 傅立叶 (Fourier)(1768-1830) 摆脱 了 “函数 是 代数 函数 及 其 推广 ” 
(例如 震级 数 ) 的 信念 ， 他 实际 上 讨论 的 函数 允许 在 任 一 有 限 区 间 内 有 有 限 多 个 间断 点 ( 这 
样 的 函数 在 有 限 区 间 内 可 以 展开 为 傅立叶 级 数 ). 哥 西 从 “变量 ”出 发 ( 他 把 变量 定义 为 “ 依 
次 取 许 多 互 不 相同 的 值 的 量 ”) 定义 了 自 变量 和 函数 。 他 说 : “ 当 变 量 之 间 互 相 联系 ， 即 给 
定 这 些 变量 之 一 的 值 就 可 以 决定 所 有 其 他 变量 的 值 ， 人 们 通常 想象 这 些 量 是 用 其 中 的 一 个 
来 表达 的 , 这 时 这 个 量 就 取 名 为 自 变 量 ， 而 由 这 个 自 变 量 表示 的 其 他 的 量 就 叫 作 自 变 量 的 函 
数 . ”他 不 要 求 函 数 一 定 要 有 解析 表达 式 . 现今 的 ( 单 值 ) 函数 的 定义 是 由 狄 里 赫 勒 在 1837 
年 给 出 的 : 如 果 对 于 给 定 区 间 上 的 每 一 个 Z 的 值 有 唯一 的 一 个 Y 的 值 与 它 对 应 ， 则 称 y 是 
2 的 函数 ,至 于 在 整个 区 间 上 ?Y 是 否 按照 一 种 或 多 种 规律 依赖 于 Z ， 或 者 y 对 于 2Z 的 依 
赖 关 系 是 否 可 以 用 数学 运算 来 表达 ， 都 是 无 关 紧 要 的 . 事实 上 ， 早 在 1829 年 他 给 出 了 一 个 
函数 的 例子 : 在 有 理 点 处 取 值 为 c ， 而 在 无 理 点 处 取 值 为 qd . 

函数 概念 的 推广 使 得 对 于 代数 函数 以 及 初等 超越 函数 而 言 不 成 问题 的 “连续 >"、“ 可 微 ”、 

2， 连 续 与 极限 . “连续 ”的 恰当 的 定义 是 由 布尔 扎 诺 给 出 的 。 他 是 波 希 米 亚 的 一 个 神 
父 、 哲 学 家 和 数学 家 . 他 研究 连续 性 的 动因 是 试图 给 出 代数 基本 和 定理 的 一 个 纯 算术 的 证 明 以 
代替 高 斯 在 1799 年 给 出 的 基于 几何 思想 的 证 明 。 他 在 1821 年 的 《纯粹 分 析 的 证 明 》 一 书 
中 说 : 如 果 在 一 个 区 间 内 的 Z 处 , 只 要 w ( 的 绝对 值 ) 充分 小 , 就 能 使 得 差 FLZz 十 w) 一 (7Z) 
(的 绝对 值 ) 任意 小 ， 就 称 Fz) 在 Z 处 是 连续 的 从 这 里 我 们 已 经 可 以 看 到 极限 概念 的 
正确 想法 . 他 证 明了 多 项 式 函 数 的 连续 性 ,他 对 于 微 积 分 的 建立 (除了 实数 理论 之 外 ) 有 正 
确 的 概念 。 不 过 他 的 工作 在 半 个 世纪 内 没有 被 引起 注意 . 

哥 西 抓 住 了 极限 、 无 穷 小 量 、 无 穷 大 量 和 连续 性 的 概念 实质 。 1821 年 的 《代数 分 析 教 
程 》 中 说 : “ 当 一 个 变量 逐次 所 取 的 值 无 限 趋 近 一 个 定 值 ， 最 终 使 得 变量 的 值 与 该 定 值 之 差 
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要 多 小 就 有 多 小 , 这 个 定 值 就 叫做 所 有 其 他 值 的 极限 . ” 在 该 书 的 的 序言 中 他 说 : “ 当 一 个 变 
量 的 数值 无 限 减 小 以 致 收敛 到 极限 0 ， 则 人 们 就 称 该 变量 成 为 无 穷 小 ， 当 变量 的 数值 无 限 
增 大 以 致 收敛 到 极限 co ， 则 该 变量 就 称 为 无 穷 大 . ”这 就 泪 清 了 莱 布 尼 效 的 无 穷 小 的 概念 
( 莱 布 尼 兹 的 无 穷 小 量 dz 是 一 个 在 运算 中 有 时 必须 保留 有 时 又 必须 舍 去 的 量 , 这 是 长 时 间 
内 的 一 种 普遍 想法 。 哥 西 则 认为 是 一 种 变量 . ) 在 无 穷 小 量 的 基础 上 哥 西 定义 了 连续 性 ， 如 
果 变 量 的 无 穷 小 增 量 总 产生 函数 自身 的 一 个 无 穷 小 增 量 , 则 称 函 数 对 于 自 变量 保持 连续 . 用 
现代 的 观点 衡量 ， 哥 西 著作 中 的 严密 性 是 不 够 的 ， 因 为 他 用 了 “无 限 趋 近 ”、“ 想 要 多 小 就 
多 小 ”等 直观 却 是 含糊 的 说 法 作为 定义 的 基础 ， 但 是 对 于 理解 极限 的 严格 定义 是 有 益 的 。 

外 尔 斯 特 拉 斯 改进 了 布尔 扎 诺 和 哥 西 的 工作 . 他 力求 避免 直观 而 把 分 析 的 基础 黄 定 在 纯 
算术 之 上 .他 是 在 1841-1856 年 作 中 学 教师 时 做 这 些 工 作 的 ， 因 此 直到 1859 年 到 柏林 担 
任教 授 之 前 他 的 工作 并 不 为 人 所 知 .他 攻击 “一 个 变量 趋 于 一 个 极限 ”的 说 法 ， 因 为 这 使 得 
人 们 联想 到 时 间 与 运动 。 他 把 变量 简单 地 解释 为 一 个 字母 ， 该 字母 代表 它 可 以 取 值 的 集合 
中 的 任何 一 个 数 . 这样， 运动 就 消除 了 . 为 了 消除 布尔 扎 诺 和 哥 西 的 定义 中 的 不 明确 性 ， 他 
给 出 了 连续 性 的 s-6 的 定义 ， 即 ， 如 果 给 定 任 一 正 数 = ， 都 存在 一 个 正 数 6 ， 使 得 对 于 区 
间 lz 一 2Zol < 6 中 的 所 有 Z ， 都 有 | jzZz) - jzo)| < = ， 则 称 jz) 在 Z = 2Zo 处 
连续 。 如 果 在 这 个 说 法 中 用 工 代替 jzo) ， 则 称 jz) 在 z = Zo 处 有 极限 厂 . 海 涅 
(Heine)(1821-1881) 在 1870 年 定义 了 一 元 和 多 元 函数 的 一 致 连续 性 . 

回顾 极限 定义 的 历史 , 就 不 难 理解 我 们 今天 掌握 这 个 概念 为 何如 此 困难 . 在 这 个 定义 中 ， 
实际 上 用 到 了 数理 逻辑 中 的 两 个 重要 的 谓词 ，“ 对 于 所 有 的 ”和 “存在 "， 将 一 个 无 限 的 过 
程 转变 为 一 个 有 限 的 陈述 . 

在 人 们 接受 了 连续 性 的 思想 之 后 ， 许 多 原来 直观 上 明显 的 事实 都 需要 加 以 证 明 . 例如 连 
续 函 数 的 中 值 定 理 、 有 界 无 穷 序列 必 有 收敛 子 序列 ( 即 存在 聚 点 )、 闭 区 域 上 连续 函数 的 最 
大 最 小 值 定 理 、 有 限 覆 盖 定 理 等 ， 此 时 正 是 建立 实数 理论 的 时 期 ， 在 实数 理论 建立 之 前 ， 这 
些 定理 的 证 明 总 有 含糊 之 处 (如 布尔 扎 诺 对 于 中 值 定理 的 证 明 )， 而 在 实数 理论 建立 之 后 的 
证 明 就 是 严格 的 了 (例如 伯 莱 尔 对 于 有 限 覆 盖 定 理 的 证 明 )， 

3. 导数 . 布尔 扎 诺 第 一 次 ( 1817 年 ) 把 /(z) 的 导数 定义 为 当 Az 经 由 负 值 和 正 值 趋 
于 0 时 ， 比 值 E+s 四 -fm 无 限 接近 趋向 的 量 户 (z) 。 他 强调 妃 (z) 不 是 两 个 0 的 商 ， 
也 不 是 两 个 消失 了 的 量 之 比 ， 而 是 上 述 的 比 趋 近 的 一 个 数 . 

哥 西 沿用 了 布尔 扎 诺 关于 导数 的 定义 。 他 进一步 明确 指出 导数 与 微分 的 关系 : dy = 
j(z)dz , 这 样 他 把 牛顿 的 导数 与 莱 布 尼 兹 的 微分 统一 了 起 来 . 他 又 证 明了 增 量 Ay 与 Az 
之 间 的 关系 ， Ay = j 廊 (COAz)Az (他 用 到 了 饭 (z) 的 连续 性 )， 这 个 结果 是 以 前 拉 格 
朗 日 已 经 知道 的 . 

关于 连续 性 和 可 微 性 之 间 的 关系 在 很 长 时 间 内 弄 不 清楚 . 哥 西 时 代 的 几乎 所 有 数学 家 都 
相信 并 且 “证 明 ” 连续 函数 一 定 可 微 . 这 种 状况 持续 了 半 个 世纪 . 布尔 扎 诺 是 个 例外 , 他 在 没 
有 完成 也 没有 发 表 的 《函数 论 》 ( 1834 年 ) 中 给 出 了 处 处 不 可 微 的 连续 函数 的 例子 ( 一 条 
没有 解析 表达 式 的 曲线 ), 真正 讲 清楚 连续 与 可 微 的 差别 的 是 黎 曼 (Riemann)(1826-1866) 
在 1854 年 为 了 取得 格 丁 根 的 无 薪 大 学 教师 资格 所 写 的 论文 中 给 出 的 例子 , 用 (z) 表示 2Z 
与 他 最 接近 的 整数 的 差 (如 果 z 是 半 整 数 ， 则 (z) 规定 为 0 ); 定义 

(Z) ) (3z) 


/= 时 + 


此 级 数 对 于 所 有 的 Z 收敛 。 它 的 全 部 间断 点 为 2 = 区 人 (mm 27) 三 工 (所 以 在 
ee 问 叫 点 处 函数 人 跳跃 冰 5 。 jzZ) 可 积 ， 其 原 函 数 
=  /z)dz 就 处 处 连续 但 在 Fz) 的 间断 点 处 不 可 微 . 这 个 例子 直到 14 年 后 才 发 
1860 年 塞 莱 里 耶 〈Celltrer)(1818-1889) 给 出 了 处 处 连续 
处 处 不 可 微 的 函数 的 例子 加 
三 类。 Q Sin Q"Z， 
一 1 


其 中 a 为 一 个 大 的 整数 .这 个 例子 直到 1890 年 才 发 表 . 最 引 人 注 目的 例子 是 外 尔 斯 特 拉 
斯 在 1872 年 给 出 的 : 
王 和 妃 cos(a"TD)， 
取 二 | 


其 中 w 是 一 个 奇数 ，) 是 一 个 小 于 1 的 常数 满足 al > 1 十 至 . 此 级 数 一 致 收敛 ， 因 而 定 
义 了 一 个 连续 函数 ， 

连续 性 与 可 微 性 的 差别 的 发 现 使 得 数学 家 更 加 不 敢 信 赖 直 观 的 或 几何 的 思考 了 。. 

3. 积分 . 自从 微 积分 诞生 以 来 ， 人 们 更 倾向 于 牛顿 的 “积分 是 微分 的 反 运 算 ” 的 说 法 ， 
而 忽略 了 莱 布 尼 效 的 积分 是 微 元 的 “和 ”的 思想 。 但 是 在 处 理 间断 函数 的 积分 时 牛顿 的 方法 
就 不 如 莱 布 尼 效 的 了 .而 在 哥 西 时 代 函 数 的 傅立叶 展开 已 经 发 展 起 来 ， 其 中 处 理 的 积分 ( 求 
展开 系数 ) 经 常 是 对 于 间断 函数 进行 的 。 所 以 必须 对 于 莱 布 尼 效 的 积分 做 严格 的 定义 . 

哥 西 在 1823 年 的 《无 穷 小 分 析 教 程 概 论 》 一 书 中 对 于 定 积分 作 了 最 系统 的 开创 性 工 
作 . 他 首先 对 于 连续 函数 给 出 定 积分 作为 “和 的 极限 ”的 确切 定义 ， 芭 如 果 了 (2) 在 [5o, 攻 
上 连续 ， 区 间 |zo;,X] 被 Zl7Z2…… ,Zn 三 区 所 分 割 ， 则 定 积 


太 A 二 = 下 2 i 一 1)， 


其 中 2 一 0i-1 的 最 大 值 趋 于 0 . 哥 西 证 明了 无 论 怎样 选取 2i ， 积 分 总 是 存在 的 并 且 相 同 
(由 于 没有 ( 闭 区 间 上 连续 函数 必然 ) 一 致 连续 的 概念 ， 它 的 证 明 不 是 严格 的 )。 接着 他 考 
虑 变 上 限 积 


= /ydr (CE [zo, 式 ]) 


他 证 明了 下 (z) 在 [zo, 天] 上 连续 ， 并 且 有 


人 -三 Fuz 


利用 积分 中 值 定 理 ， 他 证 明了 


这 样 ， 哥 西 给 出 了 微 积分 基本 定理 的 第 一 个 证 明 . 他 引入 了 不 定 积分 的 标准 记 法 ， 即 


Fa = /Gdz= 人 etz+c 


他 又 指出 ， 如 果 户 (z) 连续 ， 则 万 (z) 的 定 积分 等 于 帮 z) 的 函数 值 的 差 ， 即 
忆 
1 所 而 二 用 厅 三 页 不 


之 后 他 讨论 了 奇异 积分 ( 函数 无 界 或 积分 区 域 无 限 的 情形 )， 

他 用 积分 定义 了 面积 、 曲线 的 长 度 、 曲面 围 成 的 区 域 的 体积 和 表面 积 , 例如 由 几 = jzZ) 
定义 的 曲线 在 z = @ 0 之 间 的 弧 长 就 定义 为 刻 VI 十 (Y)zdz . 他 不 自觉 地 给 函数 加 了 
必要 的 条 件 (例如 jz) 可 微 )， 哥 西 对 于 二 重 积分 指出 ， 如 果 被 积 函 数 不 连续 ， 则 积分 的 
次 序 会 影响 到 最 后 的 结果 。 

哥 西 研究 的 函数 都 是 比较 规则 的 。 出 于 数学 的 考虑 应 当 研 究 更 一 般 的 函数 . 现在 我 们 所 
知道 的 黎 曼 可 积 函数 要 比 连续 函数 或 分 段 连续 函数 广泛 的 多 . 黎 曼 在 1854 年 给 出 了 可 积 信 
充分 必要 条 件 ， 小 区 间 上 函数 的 振幅 与 该 区 间 的 长 度 的 乘积 的 和 ( 在 小 区 间 的 最 大 长 度 趋 于 
0 时 ) 的 极限 等 于 0 . 达 布 (Darboux)(1842-1917) 在 1875 年 将 此 条 件 该 述 为 上 和 与 下 
和 相等 ， 

积分 的 下 一 个 最 有 意义 的 推广 是 勒 贝 格 积分 . 这 个 概念 以 及 一 系列 相关 的 结果 是 勤 贝 格 
(Lebesque) (1875-1941) 在 1903 年 给 出 的 。 这 种 积分 在 傅立叶 级 数理 论 中 特别 有 用 . 

4. 级 数 . 18 世纪 末 ， 由 于 不 加 限制 地 应 用 无 穷 级 数 而 导致 一 些 可 疑 的 或 荒 雇 的 结果 ， 
使 得 人 们 追究 无 穷 级 数 运算 的 合理 性 。 1810 年 前 后 ， 傅 立时、 高斯、 布尔 扎 诺 等 人 开始 正 
确 地 处 理 无 穷 级 数 . 

傅立叶 在 1811 年 给 出 了 级 数 收 敛 的 正确 的 思想 : 级 数 的 部 分 和 随 项 数 的 增加 而 趋 近 于 
一 个 固定 的 值 。 他 还 强调 收敛 的 必要 条 件 是 单项 趋 于 0 . 

高 斯 在 1812 年 研究 超 几 何 级 数 
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(oa, 6,7 EC，7 关 0,-1 一 2.… .但 是 高 斯 当时 研究 的 是 a, 8, 7 为 实数 的 情形 ) 时 给 
出 了 这 个 级 数 的 收敛 性 的 判定 准则 ， |z| < 1 时 收敛 ， |z| > 1 时 发 散 ，7 = 工时 当 且 仅 
当 aw 十 B<7Y 时 收敛, 而 z = 一 1 时 当 上 且 仅 当 a 十 B < 了 YY 十 工时 收敛 ,他 的 文章 中 的 异 

乎 寻常 的 严密 性 使 得 当时 的 数学 家 丧失 了 兴趣 .他 没有 讨论 级 数 收敛 的 一 般 原 则 . 

布尔 扎 诺 在 1817 年 就 已 经 对 于 序列 的 收敛 有 了 正确 的 概念 ， 但 是 他 的 工作 没有 被 广泛 
了 解 . 他 给 出 的 收敛 性 条 件 被 后 人 归功 于 哥 西 ， 

哥 西 在 《代数 分 析 教 程 》 (1821 年 ) 中 用 部 分 和 的 极限 给 出 了 级 数 收 敛 与 发 散 的 定义 。 
接着 他 叙述 了 哥 西 收敛 判 别 准则 ， 即 序列 {Sn} 收敛 当 且 仅 当 |Sn+y -Sn| 对 于 一 切 7 和 
充分 大 的 ?都 小 于 任何 指定 的 量 。 他 证 明了 这 个 条 件 的 必要 性 . 由 于 缺乏 实数 的 知识 ， 他 
没 能 证 明 充 分 性 


在 同一 本 书 中 哥 西 给 出 了 正 项 级 数 ui 十 va 十 .… 收敛 或 发 散 的 一 些 条 件 ， 其 中 包括 : 
若 lim Wan < 1 则 级 数 收敛, 若 lim Wun > ] 则 级 数 发 散 ， 若 lim 思 二 < 工 则 级 数 
收敛 ， 若 lim 多 二 > ] 则 级 数 发 散 ， 以 及 比较 判别 法 和 积分 判别 法 ， 他 还 证 明了 收敛 级 
数 取 极限 与 加 、 乘 法 可 交换 次 序 . 对 于 非 正 项 级 数 证 明了 绝对 收敛 必 收 敛 以 及 交错 级 数 的 莱 
布 尼 兹 判别 法 . 

哥 西 也 研究 了 函数 项 级 数 . 他 指出 了 : 余 项 收敛 于 0 的 泰勒 级 数 收敛 到 产生 该 级 数 的 函 
数 . 他 指出 了 拉 格 朗 日 的 《函数 论 》 一 书 中 的 错误 ， 拉 格 朗 日 说 : 如 果 函 数 Fz) 在 2 = Z0 
处 有 各 阶 导数 , 则 jz) 可 以 表 为 在 zo 附近 的 收敛 到 jz) 的 泰勒 级 数 ( 哥 西 给 出 了 反例 
j(z)=e (ZX 关 0)，j0)=0). 

哥 西 在 研究 一 般 的 函数 项 级 数 忆 (z) = 2 mw-1Wn(Z) 时 出 现 了 错误 . 他 说 : 如 果 级 数 收敛 
并 且 每 个 vn(z) 都 连续 , 则 玉 (z) 连续 , 并 且 可 以 对 于 级 数 可 以 逐 项 积分 , 即 六 严 (z)dz = 
症 2 广 w(z)dz .在 这 里 他 忽视 了 一 致 收敛 的 要 求 (当时 没有 一 致 收敛 的 概念 ). 

阿 贝尔 很 赞赏 哥 西 的 严密 性 的 工作 ， 1826 年 他 在 给 他 的 老师 的 一 封 信 中 称赞 哥 西 “ 是 
当今 仅 得 怎样 对 待 数学 的 人 ”。 当 时 他 对 于 分 析 的 状况 很 不 满意 .在 给 另 一 位 教授 的 信 中 说 
: “人 们 在 分 析 中 确实 发 现 了 惊人 的 含糊 不 清 之 处 .这样 一 个 完全 没有 计划 和 体系 的 分 析 ， 
竞 有 那么 多 人 能 研究 过 ， 真 是 奇怪 . ” 阿 贝尔 发 现 了 哥 西 的 错误 ， 他 给 出 了 例子 
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此 和 函数 在 Z = (27 十 1)T 处 是 不 连续 的 (发散 的 )， 因 此 每 项 都 连续 的 函数 项 级 数 不 一 
定 连续 . 然后 他 在 一 致 收敛 的 条 件 下 证 明了 和 函数 的 连续 性 , 但 是 他 并 没有 提出 一 致 收敛 的 
概念 。 

斯 托 克 斯 (Stokes)(1819-1903) 在 1848 年 清楚 认识 到 了 一 致 收敛 的 概念 。 他 是 第 一 
流 的 数学 物理 学 家 . 他 并 没有 给 出 一 致 收敛 的 明确 定义 ， 而 是 给 出 了 一 致 收敛 的 一 种 直观 解 
释 . 

实际 上 ， 外 尔 斯 特 拉 斯 早 在 1842 年 就 有 了 一 致 收敛 的 概念 ， 他 利用 这 个 概念 给 出 了 函 
数 项 级 数 逐 项 积分 和 在 积分 号 下 求 微 分 的 条 件 . 通过 外 和 尔 斯 特 拉 斯 的 学 生 ， 人 们 了 解 到 一 致 
收敛 的 的 重要 性 ， 海 涅 在 1870 年 明确 地 提出 了 这 个 概念 . 

外 尔 斯 特 拉 斯 在 做 中 学 教师 (1841-1856) 时 证 明了 “一 致 收敛 的 连续 函数 项 级 数 的 和 
函数 连续 ”的 首 命 题 的 强 形 式 : 闭 区 间 上 的 任 一 连续 函 数 可 以 表 为 绝对 一 致 收敛 的 多 项 式 级 
数 。 这 个 定理 对 于 多 元 函数 也 成 立 . 在 19 世纪 最 后 的 1/4 世纪 中 ， 这 个 定理 被 推广 成 多 
种 形式 ， 用 于 将 复 变 函 数 表示 为 多 项 式 级 数 或 有 理 函 数 级 数 ， 

关于 交换 级 数 的 项 的 次 序 ，1837 年 狄 里 赫 勒 证 明了 绝对 收 和 敛 级 数 的 项 可 以 任 痊 交 换 ， 
他 还 给 出 例子 说 明 对 于 条 件 收 和 敛 级 数 这 样 做 是 不 行 的 . 1854 年 黎 曼 证 明了 条 件 收 和 敛 级 数 
适当 地 调换 项 的 次 序 可 以 收敛 到 任 疮 指定 的 值 

19 世纪 下 半 叶 许多 第 一 流 的 数学 家 推导 了 无 穷 级 数 收敛 的 很 多 判别 法 则 . 

5. 三 角 级 数 . 除了 震级 数 之 外 ， 另 一 类 重要 的 级 数 是 三 角 级 数 ， 最 早 研究 三 角 级 数 的 
是 欧 拉 。 1753 年 他 发 表 了 在 1729 年 得 到 的 结果 ， 通 过 一 系列 巧妙 的 但 并 不 严格 的 计算 
他 得 到 用 三 角 级 数 给 出 的 无 穷 播 值 公式 (构造 Fz) 使 得 mm) 为 指定 的 值 ， 见 取 所 有 整 
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数 )， 然 后 他 给 出 了 形式 上 与 后 来 的 傅立叶 级 数 完全 相同 的 级 数 。 1754 年 达 朗 贝尔 出 于 对 
于 行星 之 间 的 距离 的 考虑 也 得 到 了 同样 的 结果 。 1777 年 欧 拉 已 经 应 用 三 角 函数 的 正 交 性 
计算 函数 的 三 角 级 数 展开 式 的 系数 ， 就 象 我 们 现今 所 作 的 一 样 . 但 是 对 于 哪些 函数 可 以 表示 
为 三 角 级 数 引起 了 长 期 的 争论 ， 欧 拉 、 达 朗 贝尔 、( 丹尼尔 ) 伯 努 利 、 拉 普 拉 斯 、 拉 盖 尔 都 
卷 入 这 场 争 论 . 除了 伯 努 利之 外 ， 其 他 人 都 不 认为 三 角 级 数 可 以 表示 任意 的 解析 函数 ， 但 是 
伯 努 利 只 是 坚持 一 种 信仰， 他 无 法 给 出 表达 式 . 直到 1811 年 传 立 叶 在 研究 热传导 方程 的 过 
程 中 在 广泛 的 考虑 的 基础 上 断言 ， 任 意 函 数 都 可 以 表示 成 三 角 级 数 ， 事 实 上 他 所 说 的 “任意 
函数 ” 是 指 在 有 限 区 间 内 有 有 限 多 个 间断 点 的 函数 ,由 于 当时 还 没有 严格 的 积分 理论 ， 所 以 
他 无 法 严格 地 证 明 他 的 结论 ， 

函数 的 每 级 数 展开 ( 泰勒 级 数 ) 是 由 函数 在 某 一 点 附近 的 性 质 完全 决定 的 ， 展 开 式 通常 
只 在 该 点 的 一 个 邻 域内 成 立 . 而 三 角 级 数 却 是 由 函数 在 整个 定义 域 上 的 取 值 所 决定 ,展开 式 
成 立 的 范围 也 几乎 是 整个 定义 域 ， 这 个 观点 是 傅立叶 首先 提出 的 . 他 还 将 非 周期 函数 稍 加 处 
理 变 为 周期 函数 来 处 理 〈 多 许 函 数 在 不 同 的 区 间 有 不 同 的 表达 式 )， 

在 分 析 学 的 严密 性 的 过 程 中 ， 狄 里 赫 勤 在 1829 年 给 出 了 函数 可 以 展 成 傅立叶 级 数 的 一 
组 充分 条 件 . 黎 曼 在 1854 年 给 出 了 形 如 
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的 级 数 收敛 到 一 个 给 定 的 周期 为 27 的 函数 的 充分 必要 条 件 . 康 托 (Cantor)(1829-1920) 
得 到 了 关于 傅立叶 展 式 唯一 性 的 充分 必要 条 件 . 

分 析 的 严密 化 并 未 结束 于 哥 西 时 代 。 特别 是 实数 理论 这 个 基础 还 有 待 于 建立 . 在 20 世 
纪 这 个 严密 化 仍然 继续 着 ， 并 且 发 展 成 为 一 个 学 科 : 实 变 函 数论 ， 

严密 化 震撼 了 整个 数学 界 . 在 一 次 会 议 上 当 哥 西 提 出 级 数 的 收敛 性 的 理论 后 ， 拉 善 拉 斯 
和 急忙 赶 回 家 隐居 起 来 , 直到 查 完 他 在 《天 体力 学 》 一 书 中 所 用 到 的 级 数 . 幸好 他 用 的 级 数 都 
是 收敛 的 . 若 当 (Jordan)(1838-1922) 的 《分 析 教 程 》 前 后 三 版 (第 一 版 ， 1822-1887 ， 
第 二 版 ， 1893-1886 ， 第 三 版 ， 1909-1915) 不 断 在 严密 化 方面 进行 改动 . 

关于 这 种 严密 化 ， 大 多 数 数学 家 并 不 表示 赞赏 。 庞 卡 莱 在 1899 年 说 ，“ 半 个 世纪 以 来 
我 们 已 经 看 到 一 大 堆 离 奇 古 怪 的 函数 .诚然 , 从 逻辑 的 观点 看 来 , 这 些 陌 生 的 函数 是 最 
一 般 的 ; 另 一 方面 ， 最 常见 的 函数 以 及 遵从 简单 规律 的 函数 却 是 一 种 特殊 情形 ， 这 种 情形 只 
是 函数 中 很 小 的 一 角 . 过 去 ， 人 们 为 了 一 个 实际 的 目的 而 创造 一 个 新 的 函数 ; 今天 人 们 为 了 
说 明 先 辈 在 推理 方面 的 不 足 而 故意 造 出 这 些 函 数 来 ， 而 从 这 些 函 数 所 能 推出 来 的 东西 也 就 
是 仅 此 而 已 .” 厄 米 特 在 给 斯 蒂 尔 吾 斯 的 一 封 信 中 说 : “我 剑 着 惊 代 的 心情 对 不 可 导 函 数 的 
令 人 痛惜 的 祸害 感到 厌恶 . ”对 于 发 散 级 数 的 排斥 ， 无 论 是 阿 贝 尔 还 是 哥 西 都 曾 感到 不 安 . 
发 散 级 数 的 意义 我 们 在 上 一 节 已 经 讲 过 . 


